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Caracte´risation de l’espace projectif
Ste´phane Druel
Introduction
Soit X une varie´te´ projective normale, de dimension n ≥ 2, de´finie sur un corps alge´briquement
clos de caracte´ristique nulle. Un feuilletage en courbes sur X est la donne´e d’un fibre´ en droites
L sur X et d’une application non nulle η : Ω1X −→ L−1.
Le point de de´part de notre travail est la caracte´risation suivante de l’espace projectif Pn. Si
L est ample alors L ≃ OX(Y), ou` Y ⊂ X est un diviseur irre´ductible et normal, et X s’identifie a`
la contraction de la section de PY(OY ⊕OY(−Y)) −→ Y de fibre´ normal OY(−Y) (voir [Wa83],
Theorem 2). Si, de plus, X est lisse alors X est isomorphe a` l’espace projectif Pn (voir [Wa83],
Theorem 1).
Les techniques utilise´es par Wahl rele`vent de l’alge`bre commutative. Nous donnons une
de´monstration nouvelle, de nature ge´ome´trique, de son re´sultat et d’un e´nonce´ plus ge´ne´ral.
Le lieu singulier du feuilletage (η,L) est le sous-sche´ma ferme´ Z(η,L) de X dont l’ide´al est
l’image de l’application induite Ω1X ⊗ L −→ OX. Une courbe irre´ductible C ⊂ X est appele´e une
feuille si C 6⊂ Z(η,L) et si la restriction η|C de η a` C se factorise a` travers l’application naturelle
Ω1X|C −→ Ω1C.
The´ore`me.−Soient X une varie´te´ projective normale, de dimension ≥ 2, de´finie sur un corps
alge´briquement clos de caracte´ristique nulle, et (η,L) un feuilletage en courbes sur X. Si L ·C > 0
pour toute courbe C ⊂ X et si Z(η,L) 6= ∅ alors L ≃ OX(Y), ou` Y ⊂ X est un diviseur irre´ductible
et normal, et X s’identifie a` la contraction de la section du morphisme PY(OY⊕OY(−Y)) −→ Y
de fibre´ normal OY(−Y).
La preuve de ce re´sultat repose sur un crite`re d’alge´bricite´ des feuilles d’un feuilletage alge´brique
de´montre´ de manie`re inde´pendante par Bost (voir [Bo01], Theorem 3.5) et Bogomolov-McQuillan
(voir [BoMc01]). Si Z(η,L) 6= ∅, nous montrons que les feuilles du feuilletage (η,L) sont des
courbes rationnelles passant par un meˆme point de X.
Corollaire.−Soient X une varie´te´ projective lisse de dimension n ≥ 2, de´finie sur un corps
alge´briquement clos de caracte´ristique nulle, et (η,L) un feuilletage en courbes sur X. Si L ·C > 0
pour toute courbe C ⊂ X, alors ou bien X posse`de une fibration en droites projectives, ou bien X
est isomorphe a` l’espace projectif Pn.
Le dernier re´sultat est le suivant.
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Proposition.−Soient X une surface projective normale, de´finie sur un corps alge´briquement
clos de caracte´ristique nulle, et (η,L) un feuilletage en courbes sur X. Si L · C > 0 pour toute
courbe C ⊂ X, alors ou bien X est une surface ge´ome´triquement re´gle´e, ou bien X ve´rifie les
conclusions du the´ore`me.
1. Feuilletage
(1.1) Soit X une varie´te´ alge´brique de´finie sur un corps k. Un feuilletage en courbes sur X
est la donne´e d’un fibre´ en droites L sur X et d’une application non nulle η : Ω1X −→ L−1. Son
lieu singulier est le sous-sche´ma ferme´ Z(η,L) de X dont l’ide´al est l’image de l’application induite
Ω1X ⊗ L −→ OX. Enfin, une courbe irre´ductible C ⊂ X est appelle´e une feuille si C 6⊂ Z(η,L) et
si la restriction η|C de η a` C se factorise a` travers l’application naturelle Ω
1
X|C −→ Ω1C, i.e., s’il
existe un diagramme commutatif
Ω1X|C //
η|C

Ω1C
yy
L−1|C
Lemme 1.2.−Soient X une varie´te´ alge´brique de´finie sur un corps k de caracte´ristique nulle
et (η,L) un feuilletage en courbes sur X. Soit enfin n : Xn −→ X la normalisation de X. Il existe
alors une unique application ηn : Ω
1
Xn −→ n∗L−1 factorisant n∗η : n∗Ω1X −→ n∗L−1 et, de plus,
n−1(Z(η,L)red) ⊂ Z(ηn, n∗L)red.
De´monstration.−Soit Spec(A) ⊂ X un ouvert affine au dessus duquel le fibre´ L est trivial. Soit
K le corps des fractions de A et A¯ la cloˆture inte´grale de A dans K. Soit DA la de´rivation de A
de´finissant le feuilletage sur l’ouvert conside´re´ et soit DK la de´rivation de K correspondante. La
de´rivation DK satisfait DK(A¯) ⊂ A¯ (voir [Se66]) et c’est l’unique de´rivation de A¯ induisant DA
sur A. La premie`re assertion du lemme est alors imme´diate.
Soit I l’ide´al de Z(η,L) ∩ Spec(A) dans A, et soit m ⊃ I un ide´al maximal. Soit J := mA¯.
Comme DA(A) ⊂ I, DK(J) ⊂ J et DK(
√
J) ⊂ √J . La de´rivation DK induit donc une de´rivation
de l’anneau A¯/
√
J . Le sche´ma Spec(A¯/
√
J) est lisse sur k, la de´rivation pre´ce´dente est donc
identiquement nulle et DK(A¯) ⊂
√
J . 
Exemple 1.3.−Si le corps de base est C et si B est une courbe projective, lisse, de genre au moins
2, il existe un fibre´ vectoriel G de rang 2 et de degre´ 0 sur B dont toutes les puissances syme´triques
sont stables. Soit S = PB(G) la surface re´gle´e associe´e. Le fibre´ tangent relatif TS/B ⊂ TS est
alors de degre´ > 0 sur toutes les courbes de S (voir [Ha70], Example 10.6).
2. Feuilletage sur les surfaces
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Le re´sultat de cette section est la proposition suivante.
Proposition 2.1.−Soient S une surface normale, B une courbe projective lisse et pS : S −→ B
un morphisme a` fibres connexes. Soit F une fibre ge´ne´rale de pS. Soit S
′ une surface alge´brique
et qS : S −→ S′ un morphisme dominant. Soit (ηS,LS) un feuilletage en courbes sur S. Supposons
le fibre´ LS nume´riquement effectif et supposons qu’une courbe C ⊂ S est contracte´e par qS si
et seulement si LS · C = 0. Supposons enfin que les courbes trace´es sur S et contracte´es par qS
sont horizontales relativement a` pS. Sous ces hypothe`ses, la surface S −→ B est ge´ome´triquement
re´gle´e, le feuilletage vertical et LS · F ∈ {1, 2}. Si LS · F = 2 alors le feuilletage est re´gulier et le
morphisme qS fini. Si LS · F = 1, alors le lieu singulier du feuilletage est l’unique section de pS
contracte´e par qS.
De´monstration.−L’application compose´e
N∗F/S ≃ OF −→ Ω1S|F −→ (L−1S )|F
est identiquement nulle car LS · F > 0 et il existe donc une factorisation Ω1F −→ (L−1S )|F. Les
fibres ge´ne´rales de pS sont donc des courbes rationnelles lisses et LS · F ∈ {1, 2}.
1er cas : LS · F = 1.−Les fibres de pS sont irre´ductibles et ge´ne´riquement re´duites. La surface
S −→ B est donc ge´ome´triquement re´gle´e.
Soit G un fibre´ de rang 2 sur B, normalise´, de sorte que S = PB(G) (voir [Ha77]). Notons
C0 ⊂ S une section de pS telle que OS(C0) soit isomorphe au fibre´ tautologique OS(1). Le groupe
Num(S) est libre de rang 2 et engendre´ par les classes de C0 et F. Le produit d’intersection est
donne´ par les formules F2 = 0, C0 · F = 1 et C20 = −e = deg(G).
L’application compose´e
p∗SΩ
1
B
dpS−→ Ω1S
ηS−→ L−1S
est nulle sur les fibres ge´ne´rales de pS et donc identiquement nulle. Le feuilletage (ηS,LS) est donc
vertical relativement a` pS, autrement dit, il existe une factorisation
Ω1S
//
ηS

Ω1S/B
xx
L−1S
ou encore, des inclusions LS ⊂ TS/B ⊂ TS. Il existe donc un diviseur effectif DS ⊂ S tel que
TS/B = LS(DS) et DS · F = 1.
Soit C0+bF la classe de DS dans Num(S). La classe de LS dans Num(S) est donc C0+(e−b)F
et
LS · DS = (C0 + (e− b)F) · (C0 + bF) = −e+ b+ (e− b) = 0.
Si DhS est la composante horizontale de DS et D
v
S sa composante verticale, alors
0 = LS · DS = LS · DhS + LS · DvS
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et, puisque LS est nume´riquement effectif,
LS · DhS = LS ·DvS = 0
et
DvS = 0.
Le lieu singulier DS du feuilletage (ηS,LS) est donc une section de pS contracte´e par qS. L’unicite´
d’une telle section est bien connue.
2e`me cas : LS · F = 2.−Il existe une re´solution minimale et e´quivariante d : S1 −→ S des sin-
gularite´s de S (voir [BuWa74], Proposition 1.2). Notons η1 : Ω
1
S1
−→ d∗L−1S le rele`vement de
ηS : Ω
1
S −→ L−1S a` S1 (voir Lemme 1.2).
Le genre de B est ≥ 1 et il n’y a donc pas de (−1)-courbe sur S1 dominant B. Supposons que
la surface S1 ne soit pas minimale. Son mode`le minimal est une surface ge´ome´triquement re´gle´e
Sk et s’obtient a` partir de S1 en contractant des (−1)-courbes dans les fibres de p1
E1 ⊂ S1 d //
pi1

p1
((RR
R
R
R
R
R
R
R
R
R
R
R
R
R
pi
$$
S
pS

qS // S′
E2 ⊂ S2 p2 //
pi2

B
E3 ⊂ S3
p3
::

Ek−1 ⊂ Sk−1
pik−1

pk−1
GG
Sk
pk
LL
Le morphisme pii est l’e´clatement d’un point de Si+1, de lieu exceptionnel Ei ⊂ Si. Notons
L1 = d
∗LS . Le fibre´ L1 est nume´riquement effectif et L1 · F = LS · F = 2. Il existe un fibre´ L2 sur
S2 et un entier j1 ∈ Z tels que L1 = pi∗1L2(j1E1). Comme L1 est nume´riquement effectif, j1 ≤ 0 et
L2 est e´galement nume´riquement effectif. L’inclusion TS1 −→ pi∗1TS2 donne les inclusions
0 −→ TS1 ⊗ L−11 −→ pi∗1(TS2 ⊗ L−12 )(−j1E1)
et
0 −→ pi1∗(TS1 ⊗ L−11 ) −→ TS2 ⊗ L−12
puisque pi1∗OS1(−j1E1) = OS2 . En particulier, H0(S1,TS1⊗L−11 ) ⊂ H0(S2,TS2⊗L−12 ). L’argument
pre´ce´dent montre qu’il existe, pour tout 2 ≤ i ≤ k, des fibre´s nume´riquement effectifs Li sur Si
et des entiers ji ≤ 0 tels que
Li = pi
∗Li+1(jiEi)
et
H0(Si−1,TSi−1 ⊗ L−1i−1) ⊂ H0(Si,TSi ⊗ L−1i ).
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D’ou`
L1 = pi
∗Lk(−E)
ou` E est un diviseur effectif et pi-exceptionnel. Soit enfin ηk l’image de η1 ∈ H0(S1,TS1 ⊗ L−11 )
dans H0(Sk,TSk ⊗ L−1k ).
Soit G un fibre´ de rang 2 sur B, normalise´, de sorte que Sk = PB(G). Notons C0 ⊂ Sk une
section de pk telle que OSk(C0) soit isomorphe au fibre´ tautologique OSk(1). Soit e = −deg(G).
L’application compose´e
p∗kΩ
1
B
dpk−→ Ω1Sk
ηk−→ L−1k
est nulle sur les fibres ge´ne´rales de pk et donc identiquement nulle. Le feuilletage (ηk,Lk) est donc
vertical relativement a` pk, autrement dit, il existe une factorisation
Ω1Sk
//
ηk

Ω1Sk/B
ww
L−1k
ou encore, des inclusions Lk ⊂ TSk/B ⊂ TSk . Il existe donc un diviseur effectif Dk ⊂ Sk tel que
TSk/B = Lk(Dk). Enfin, Lk · F = 2.
Le fibre´ tangent relatif TSk/B est de degre´ 2 sur la fibre F et Dk est donc vertical relativement
a` pk. La classe de TSk/B dans Num(Sk) est 2C0 + eF et la classe de Lk est donc 2C0 + (e − α)F
ou` α = Dk · C0 ≥ 0. Le nombre L2k = −4α est donc ≤ 0 d’une part et ≥ 0 d’autre part puisque
Lk est nume´riquement effectif, et donc nul. D’ou`
Dk = 0 et Lk ≡ 2C0 + eF.
La relation L1 = pi
∗Lk(−E) donne L21 = L2k + E2 = E2. Le premier de ces deux nombres est
≥ 0 puisque L1 est nume´riquement effectif et le second est ≤ 0 puisque E est pi-exceptionnel. D’ou`
E = 0 et L1 · E1 = pi∗Lk · E1 = 0.
La (−1)-courbe E1 est donc contracte´e par qS ◦ d mais ne l’est pas par d, par minimalite´ de
la re´solution d : S1 −→ Sn. La courbe d(E1) n’est pas contracte´e par qS car elle est verticale
relativement a` p1. La surface S1 est donc minimale et, par ce qui pre´ce´de, L1 est isomorphe au
fibre´ tangent relatif TS1/B.
Supposons qu’il existe une courbe irre´ductible C ⊂ S1 qui soit contracte´e par qS ◦ d. Soit
aC0 + bF sa classe dans Num(S1),
L1 · C = 2b− ae et C2 = a(2b− ae).
Le premier de ces deux nombres doit eˆtre nul si C est contracte´e par qS ◦ d et le second stricte-
ment ne´gatif, ce qui est absurde. La surface S est donc lisse, et le morphisme qS est fini. Enfin, le
feuilletage (ηS,LS) sur S est re´gulier. 
3. Fibre´s projectifs
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(3.1) Soit Y une varie´te´ alge´brique de´finie sur un corps alge´briquement clos. Soit G un fibre´
vectoriel de rang 2 sur Y, extension d’un fibre´ en droites M par le fibre´ trivial OY,
0 −→ OY −→ G −→ M −→ 0.
Soit α la classe dans H1(Σ,M−1) de cette extension. Soient Z := PY(G) et p : Z −→ Y le mor-
phisme naturel. Soit Σ la section de p correspondant au quotient inversible M de G. L’ide´al de Σ
dans Z s’identifie au fibre´ OZ(−1).
Soit 2Σ le deuxie`me voisinage infinite´simal de Σ dans Z, c’est-a`-dire, le sous-sche´ma ferme´ de
Z de´fini par l’ide´al I2Σ/Z.
Lemme 3.2.−Il existe un isomorphisme Pic(2Σ) ≃ Pic(Σ)⊕H1(Σ,M−1).
De´monstration.−Le morphisme p induit une re´traction de l’inclusion Σ ⊂ 2Σ. La suite exacte
courte
0 −→ M−1 ≃ IΣ/Z/I2Σ/Z −→ O×2Σ −→ O×Σ −→ 0
donne la suite exacte de cohomologie
0 −→ H1(Σ,M−1) −→ H1(Σ,O×2Σ) −→ H1(Σ,O×Σ ).
La re´traction 2Σ −→ Σ induit en cohomologie une section de H1(Σ,O×2Σ) −→ H1(Σ,O×Σ ) et,
finalement,
Pic(2Σ) ≃ Pic(Σ)⊕H1(Σ,M−1).

Le point suivant a e´te´ observe´ par Schro¨er.
Lemme 3.3 (voir [Sc00], Example 5.6).−La classe du fibre´ OZ(1) ⊗ p∗M−1 dans Pic(2Σ) est
(0, α).
De´monstration.−La classe du fibre´ OZ(1) ⊗ p∗M−1 dans Pic(Σ) est nulle. Soit Ui un recou-
vrement par des ouverts affines de Σ ≃ Y trivialisant le fibre´ M. Soit Mi la restriction de M
a` Ui et si ∈ H0(Ui,Mi) une section partout non nulle. Soient ψi : Mi −→ Oi la trivialisation
de Mi induite par si et fij = ψi ◦ ψ−1j les fonctions de transitions du fibre´ Mi sur les ouverts
Uij := Ui ∩ Uj . Soit Gi la restriction de G a` Ui et fixons un isomorphisme ϕi : Gi −→ Oi ⊕Mi
rendant le diagramme suivant commutatif
0 // Oi // Gi //
ϕi

Mi //
ψi

0
0 // Oi // Oi ⊕Oi // Oi // 0
Les fonctions de transitions ϕi ◦ ϕ−1j , sur les ouverts Uij , du fibre´ G sont de la forme(
1 gij
0 fij
)
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Soit s∗i la section duale de si sur Ui et posons, pour tout (i, j), αij = gijs
∗
j |Uij
=
gij
fij
s∗i |Uij . La
classe α ∈ H1(Σ,M−1) est alors represente´e par le cocycle (αij).
Il reste a` faire le calcul des fonctions de transitions du fibre´ OZ(1) au voisinage de la section
Σ. Posons Zi = p
−1(Ui) et Zij := Zi ∩ Zj . Notons sˆi = ϕ−1i (0, 1) la section de OZ(1) au dessus
de l’ouvert Zi. Sur Zi ∩ {sˆi 6= 0}, ϕ−1i (1, 0) = tisˆi, ou` ti est une fonction re´gulie`re sur l’ouvert
conside´re´. Sur Zij ∩ {sˆi 6= 0},
sˆj = (p
∗fij + p
∗gijti)sˆi.
Notons que les ouverts Zi ∩ {sˆi 6= 0} de Z recouvrent Σ. Les fonctions de transitions hij du fibre´
tautologique sur les ouverts (Zi ∩ {sˆi 6= 0}) ∩ (Zj ∩ {sˆj 6= 0}) sont donc donne´es par la formule
hij
p∗fij
= 1 +
p∗gij
p∗fij
ti.
Il reste a` remarquer que le ferme´ Σ est de´fini, sur l’ouvert Zi ∩ {sˆi 6= 0}, par l’annulation de la
fonction ti. 
4. De´monstration des re´sultats
(4.1) Soient X une varie´te´ projective normale, de dimension n ≥ 2, de´finie sur un corps k
alge´briquement clos de caracte´ristique nulle, et (η,L) un feuilletage en courbes sur X. Supposons
L · C > 0 pour toute courbe C ⊂ X.
(4.2) Existence de feuilles alge´briques.−Notons Xs le lieu singulier de X et Xns le comple´mentaire
de Xs dans X. Soit D
ns
sat le diviseur des composantes de codimension 1, compte´es avec multiplicite´s,
de Z(η,L)∩Xns et Dsat l’adhe´rence de son support dans X. Notons ηnssat : Ω1Xns −→ L−1|Xns(−Dnssat)
le feuilletage induit : le lieu Z(ηnssat,LXns(D
ns
sat)) des ze´ros de η
ns
sat est de codimension au moins 2
dans Xns. Notons enfin Xr le comple´mentaire dans X de Z(ηnssat,L|Xns(D
ns
sat))red∪Z(η,L)red −Dsat.
Remarquons enfin que le ferme´ X−Xr est de codimension au moins 2 dans X.
Le ferme´ X − (Xns ∩ Xr) est de codimension au moins 2 dans X. Il existe donc une courbe
projective lisse B ⊂ Xns ∩Xr telle que
• B n’est pas une feuille du feuilletage (ηnssat,L|Xns(Dnssat)),
• B 6⊂ Dsat.
Notons ΓB ⊂ B× (Xns ∩Xr) ⊂ B×X le graphe de B ⊂ X. Notons p et q les projections de B×X
sur B et X respectivement, pns et qns leurs restrictions a` B×Xns. Le feuilletage (ηnssat,L|Xns(Dnssat))
induit un feuilletage sur B×Xns,
Ω1B×Xns = p
∗
nsΩ
1
B ⊕ q∗nsΩ1Xns −→ q∗nsΩ1Xns −→ q∗nsL−1|Xns(−Dnssat).
Ce feuilletage est partout non nul le long de ΓB et ΓB ne lui est tangente en aucun point. Par
le the´ore`me de Frobenius formel (voir [Mi87]), il existe un sous-sche´ma formel V̂ lisse de dimen-
sion 2 du comple´te´ formel B̂×Xns de B × Xns le long de ΓB admettant ΓB comme sche´ma de
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de´finition. Le fibre´ normal N
ΓB/V̂
de ΓB dans V̂ est naturellement isomorphe a` la restriction de
q∗nsL|Xns(D
ns
sat) a` ΓB et en particulier ample. Le sche´ma formel V̂ est donc alge´brique (voir [Bo01],
Theorem 3.5), autrement dit, il existe une surface S ⊂ B × X, irre´ductible et re´duite, telle que
ΓB ⊂ S et V̂ ⊂ Ŝ ou` Ŝ est le comple´te´ formel de S le long de ΓB.
Notons qS la restriction de q a` S. Les germes de feuilles du feuilletage (ηS, q
∗
SL), aux points de
ΓB ⊂ S, sont donc alge´briques et les images desdites feuilles par qS sont des feuilles du feuilletage
(ηnssat,L|Xns(D
ns
sat)) sur Xns et, sauf e´ventuellement un nombre fini, des feuilles du feuilletage (η,L)
sur X, puisque B 6⊂ Dsat.
Remarque 4.3.−Supposons H0(X,L) 6= 0. Soit Y ∈ |L| et soit G la composante neutre du
groupe des automorphismes de X fixant Y points par points. Le groupe G est alge´brique et
son alge`bre de Lie H0(X,ΘX(−Y)) est, par hypothe`se, de dimension > 0. Soit G0 un sous-groupe
ferme´, affine et connexe de G, distingue´ dans G et maximal pour ces proprie´te´s. Le quotient G/G0
est alors une varie´te´ abe´lienne par le the´ore`me de Chevalley. Supposons le groupe G0 re´duit a`
l’identite´. Le diviseur Y rencontre, par hypothe`se, toutes les courbes trace´es sur X. Les orbites
sous G non re´duites a` un point sont compactes et rencontrent donc le lieu des points fixes sous
G, ce qui est absurde. Il existe donc un sous-groupe affine de G isomorphe a` Ga ou Gm et les
orbites sous ce sous-groupe sont les feuilles d’un feuilletage en courbes, e´ventuellement distinct
du feuilletage conside´re´.
(4.4) La varie´te´ des feuilles.−Soit Y¯ l’adhe´rence du lieu des points du sche´ma de Hilbert de
X correspondants aux feuilles du feuilletage (η,L) et soit Z¯ ⊂ Y¯×X la famille universelle. Notons
p et q les projections de Y¯×X sur Y¯ et X respectivement, et pZ¯, qZ¯ leurs restrictions a` Z¯. Le sche´ma
Y¯ a un nombre au plus de´nombrable de composantes irre´ductibles, toutes de type fini sur le corps
de base infini k. Le lieu des feuilles du feuilletage (η,L) rencontrant l’ouvert Xns∩Xr−Dsat n’e´tant
pas re´union au plus de´nombrable de ferme´s propres de X, il existe une composante irre´ductible
Y de Y¯ telle que la restriction de qZ¯ a` la famille universelle correspondante soit un morphisme
dominant. Soient Z ⊂ Y×X la famille universelle, pZ et qZ, les morphismes naturels vers Y et X
respectivement
Z
qZ //
pZ

X
Y
Lemme 4.5.−Soient Z et Y deux sche´mas de type fini sur un corps k et p : Z −→ Y un
morphisme sur k, propre et plat. Si Y est inte`gre et si l’une des fibres de p est ge´ome´triquement
inte`gre, alors Z est inte`gre.
De´monstration.−L’irre´ductibilite´ de Z est bien connue. Il reste a` ve´rifier que Z est re´duit. Le
lieu des points y ∈ Y tel que p−1(y) soit ge´ome´triquement inte`gre est ouvert dans Y et non
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vide par hypothe`se. La fibre ge´ne´rique est donc ge´ome´triquement inte`gre. Soient Spec(B) ⊂ Z et
Spec(A) ⊂ Z deux ouverts affines non vides tels que p(Spec(B)) ⊂ Spec(A). L’anneau B est plat
sur A, par hypothe`se. Si b ∈ B est nilpotent alors, comme la fibre ge´ne´rique est inte`gre, il existe
a ∈ A non nul, tel que ab = 0. L’e´le´ment a est non diviseur de ze´ro dans A et donc dans B, et
b = 0. 
La famille universelle Z est donc inte`gre par le lemme pre´ce´dent. Le feuilletage (η,L) sur
X induit un feuilletage sur Y×X
Ω1Y×X = p
∗Ω1Y ⊕ q∗Ω1X −→ q∗Ω1X −→ q∗L−1.
L’application compose´e
IZ/Y×X/I
2
Z/Y×X −→ Ω1Y×X|Z −→ q∗L−1|Z
est nulle sur une partie dense de Z et donc identiquement nulle puisque le faisceau q∗L−1|Z est
sans torsion. Il existe donc une factorisation ηZ : Ω
1
Z −→ q∗L−1|Z et un diagramme commutatif
Ω1Y×X|Z
// //

Ω1Z
ηZyy
q∗L−1|Z
Le lieu singulier Z(ηZ, q
∗
ZL) est intersection sche´matique des ferme´s Y × Z(η,L) et Z de Y × X.
L’application compose´e
p∗ZΩ
1
Y −→ Ω1Z −→ q∗ZL−1
est nulle sur les fibres ge´ne´rales de pZ et donc identiquement nulle. Le feuilletage (ηZ, q
∗
ZL) est
donc vertical relativement a` pZ, autrement dit, il existe une factorisation
Ω1Z
//
ηZ

Ω1Z/Y
xx
q∗ZL
−1
Le morphisme qZ est donc birationnel.
(4.6) Re´duction au cas des surfaces.−Soient B une courbe projective, lisse et connexe, de genre
g(B) > 0 et B −→ Y un morphisme non constant, dont l’image rencontre le lieu des feuilles, de
sorte que ηZ est non identiquement nulle le long d’au moins une fibre de pZ au dessus de B. Soit
S := B ×Y Z ⊂ B × X ; S est une surface irre´ductible et re´duite (voir Lemme 4.5). Soient pS et
qS les restrictions a` S des projections de B × X sur B et X respectivement. Le feuilletage (η,L)
induit, comme ci-dessus, un feuilletage en courbes ηS : Ω
1
S −→ q∗SL−1. Le lieu singulier Z(ηS, q∗SL)
est intersection sche´matique des ferme´s B × Z(η,L) et S de B × X. Soit LS le fibre´ q∗SL. Soit
n : Sn −→ S la normalisation de S et ηn : Ω1Sn −→ n∗L−1S le rele`vement de ηS : Ω1S −→ L−1S a`
Sn (voir Lemme 1.2). Soit S′ := qS(S) ⊂ X et soit qSn := qS ◦ n. Le fibre´ LSn nume´riquement
effectif et une courbe C ⊂ Sn est contracte´e par qSn si et seulement si LSn · C = 0. Enfin, les
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courbes trace´es sur Sn et contracte´es par qSn sont horizontales relativement a` pSn := pS ◦ n. Les
hypothe`ses de la proposition 2.1 sont satisfaites. La surface Sn −→ B est donc ge´ome´triquement
re´gle´e et n∗LS · F ∈ {1, 2}, ou` F est une fibre ge´ne´rale de pSn .
1er cas : n∗LS ·F = 2.−Le morphisme qS◦n est fini sur son image et le feuilletage (ηn, n∗LS) sur Sn
est re´gulier (voir Proposition 2.1). Supposons Z(η,L) 6= ∅ et supposons que qS(S) ∩ Z(η,L) 6= ∅.
Le lieu singulier Z(ηSn , n
∗L) alors non vide, puisque
n−1((B× Z(η,L)red) ∩ S) = n−1(Z(ηS,LS)red) ⊂ Z(ηSn , n∗LS)red,
ce qui est absurde. Le feuilletage (η,L) est donc re´gulier.
Si X est une surface normale, le morphisme qZ est birationnel et fini : c’est un isomorphisme.
2e`me cas : n∗LS·F = 1.−Les fibres du morphisme pZ sont donc des courbes rationnelles irre´ductibles
et ge´ne´riquement re´duites. Les fibres ge´ne´rales sont re´duites et irre´ductibles.
Le lieu singulier Z(ηSn , n
∗L) est irre´ductible de dimension 1 (voir Proposition 2.1) et con-
tracte´ par qZ. Les feuilles du feuilletage (η,L) passent donc par un point x ∈ X. Supposons
Z(η,L)red 6= {x} et soit z ∈ Z(η,L)red distinct de x. Supposons que z ∈ qS(S). La proposi-
tion 2.1 nous permet de supposer que l’une des feuilles du feuilletage (η,L) parame´tre´es par
B ne passe pas par z. Soit b ∈ B tel que (b, z) ∈ S. Le point (b, z) est dans le lieu singulier
Z(ηS,LS)red = (B× Z(η,L)red) ∩ S et, comme
n−1(Z(ηS,LS)red) ⊂ Z(ηSn , n∗LS)red,
n−1(b, z) ⊂ Z(ηSn , n∗LS)red. Or, Z(ηSn , n∗LS)red est contracte´ par qS sur le point x, ce qui est
absurde. La remarque pre´ce´dente ne sera pas utilise´e par la suite.
Soit Hombir(P
1,X, 0 7→ x) le sche´ma des morphismes birationnels de P1 vers X appliquant 0 ∈
P1 sur x ∈ X et soit Homnbir(P1,X, 0 7→ x) sa normalisation. Le sous-groupe line´aire G ⊂ PGL(2)
des automorphismes de P1 fixant 0 agit sur Homnbir(P
1,X) et Homnbir(P
1,X, 0 7→ x)×P1. Les quo-
tients ge´ome´triques au sens de Mumford existent et seront respectivement note´s RatCurvesn(X, x)
et Univrc(X, x) (voir [Ko96]).
Les feuilles du feuilletage (η,L) rencontrant l’ouvert Xns∩Xr sont alge´briquement e´quivalentes,
par 4.6 par exemple, et l’une des composantes de RatCurvesn(X, x), note´e V, parame`tre les fibres
de pZ au dessus d’un ouvert non vide de Y.
Le lemme de cassage de Mori entraˆıne d’une part que V est projective et d’autre part que
le morphisme d’e´valuation U := Univrc(X, x)×RatCurvesn(X,x) V −→ X est ge´ne´riquement fini. Le
point ge´ne´rique de V parame`tre donc une feuille du feuilletage (η,L) et, par suite, le morphisme
pre´ce´dent est en fait birationnel. Soient pU et qU les morphismes naturels
U
qU //
pU

X
V
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Le morphisme pU est lisse (voir [Ko96], Corollary II 2.12). Le point, au coeur de la preuve du
lemme de cassage, est le re´sultat bien connu suivant. Si p : S −→ B est une surface ge´ome´triquement
re´gle´e et q : S −→ S′ est un morphisme ge´ne´riquement fini, il existe au plus une courbe, irre´ductible
et re´duite, trace´e sur S, horizontale relativement a` p et contracte´e par q. Les fibres du morphisme
qU sont connexes par le the´ore`me de Zariski et, en particulier, les composantes irre´ductibles des
fibres de qU sont de dimension > 0. L’une des composantes de Σ := q
−1
U (x) est de codimension 1
dans U. On de´duit de la remarque pre´ce´dente, que le ferme´ Σ est irre´ductible de codimension 1
dans U, et que le morphisme qU induit un isomorphisme de U− q−1U (x) sur X− {x}.
Soit B ⊂ V est une courbe lisse ge´ne´rique. La surface p−1U (B) est la normalisation de son image
S dans B × X et il existe un morphisme B −→ Y tel que S s’identifie au produit fibre´ Z ×Y B.
La trace de Σ sur la surface p−1U (B) est donc l’unique section de p
−1
U (B) −→ B contracte´e par qU
(voir Proposition 2.1). Le morphisme Σ −→ V induit par pU est donc birationnel et fini, c’est un
isomorphisme.
Soit G := pU∗OU(Σ). Le sche´ma U −→ V s’identifie au fibre´ projectif PV(G) −→ V et le fibre´
OU(Σ) au fibre´ tautologique OU(1). La section Σ de pU correspond a` un quotient inversible M de
G sur U. Le fibre´ F est une extension de M par le fibre´ trivial OV
0 −→ OV −→ G −→ M −→ 0.
Soit α la classe dans H1(Σ,M−1) de cette extension. Le fibre´ q∗UL est de degre´ 1 sur les fibres de
pU et sa restriction a` Σ est triviale. Il est donc isomorphe au fibre´ OU(1) ⊗ p∗UM−1.
Soit 2Σ le deuxie`me voisinage infinite´simal de Σ dans U. La classe du fibre´ OU(1) ⊗ p∗UM−1
dans Pic(2Σ) ≃ Pic(Σ) ⊕ H1(Σ,M−1) est (0, α) (voir Lemme 3.3) d’une part et nulle d’autre
part. L’extension de´finie par α est donc scinde´e et le morphisme qU s’identifie a` la contraction
de la section de PV(OV ⊕M) −→ V de fibre´ normal M−1. La section de fibre´ normal trivial ne
rencontre pas la section pre´ce´dente, et le diviseur associe´ dans X, note´ OX(V), s’identifie au fibre´
L. 
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